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第四章 機率基礎概念 

 

授課教師：欉清全 

國立暨南國際大學經濟學系 
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第第第第 4.54.54.54.5 節節節節    連續隨機變數的動差與分位數連續隨機變數的動差與分位數連續隨機變數的動差與分位數連續隨機變數的動差與分位數    

    

4.5-1 均數與變異數均數與變異數均數與變異數均數與變異數    

    

X 為 continuous r.v.,其 pdf 為 ( )xf X , 則X 的期望值與變異數分別定

義如下： 

 

( ) ( )dxxxfXE X∫= ∞
∞−         其中 ( ) µ≡XE  

 

( ) ( ) ( )dxxfxXVar X∫ −= ∞
∞−

2µ  
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Remarks：：：： 

1.     ( ) ( ) bXaEbaXE +=+  

 

2.     ( ) ( )XVarabaXVar 2=+  

  

3.     ( )( ) ( ) ( )dxxfxgXgE X∫= ∞
∞−  

 

4.     ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )dxxfxgExgXgVar X∫ −= ∞
∞−

2  
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Ex 4.13  ( )srUX ,~ , ( ) ?=XE  , ( ) ?=XVar  

 

⇒ 

( ) ( )dxxxfXE X∫= ∞
∞−  

dxxdx
rs

xdxx s

s

r

r
∫ ⋅+∫ −

⋅+∫ ⋅= ∞
∞− 0

1
0  

( )222 1
2
1

2
111

rs
rs

x
rs

dxx
rs

s

r

s

r −
−

⋅=⋅
−

=∫−
=  

( )( ) µ≡+=−+
−

=
2

1
2
1 rs

rsrs
rs
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( ) ( ) ( )dxxfxXVar X∫ −= ∞−
0 2µ  

( ) ( ) ( ) dxxdx
rs

xdxx s

s

r

r
∫ ⋅−+∫ −

⋅−+∫ ⋅−= ∞
∞− 0

1
0 222 µµµ  

( ) ( ) ( )[ ]333 1

3

1

3

11 µµµ −−−
−

⋅=−⋅
−

=
=

=

rs
rs

x
rs

sx

rx

 
















 −−






 −
−

⋅=
33

22
1

3
1 srrs

rs
 

( )2
3

12
1

2
2

1
3
1

rs
rs

rs
−=×







 −⋅
−

⋅=  

 

Note：：：： if  ( )1,0~UX  ⇒ ( )
2
1=XE  , ( )

12
1=XVar  
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4.5-2 其他指標其他指標其他指標其他指標    

    

X  為 r.v., XF  為其 cdf。令 1<< qo ， XF  的第 q 分位數(quantile)為：

滿足 ( ) qxFX ≥  中，最小的 x 值，以 qx  表示。 

i.e. ( ){ }qxFxMinx Xq ≥=  

 

 

Ex  0.5q = ,   ( ){ }5.05.0 ≥= xFxMinx X  

 

此時 




<
>

0.5

0.5

5.0

5.0

的機率為

的機率為

xX

xX
      i.e. 5.0x 為中位數 
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四分位數為  25.0x , 5.0x , 75.0x  

百分位數為  01.0x , 02.0x ,… 99.0x  

 

∵  5.0x  為中位數 

∴ ( ) ( )∫ ==≤ ∞−
5.0 5.05.0

x

X dxxfxXP  

( ) ( )∫ ==≥ ∞

5.0
5.05.0 x X dxxfxXP  

 

Note：：：： 眾數為 Xf  中最高點所對應之 x 值。 

一個分配可能有很多眾數，也可能沒有。 
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Ex 4.14    ( )6,2~UX  

⇒  ( )










>

≤<−
≤

=

6                 1    

62           
4

2

2                 0   

x

x
x

x

xFX  

 

給定 q 值  1<< qo  

∵ ( ){ }qxFxMinx Xq ≥=  

( ) qxFX ≥  ⇒ q
x ≥−

4
2

 ⇒ qx 42 ≥−  ⇒ 24 +≥ qx  

( ){ } 2424 +==+≥ qxqxFxMin qX  
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Ex ( ) 34
142      ,     25.0 25.0 =+== xq  

( ) 42
142      ,     5.0 5.0 =+== xq  

 

定理定理定理定理 4.15 4.15 4.15 4.15 (才比雪夫不等式 Chebyshev inequatity) 

X is a r.v. with finite variance, ( )XVar  , the 0  >∀ c , we have  

( )( ) ( )
2

Var X
P X E X c

c
− ≥ ≤  

若取 Xkc σ=  , 則 

( )
222

2 1
kk

kXP
X

X
X =≤≥−

σ
σσµ  or ( )

2

1
1

k
kXP X −≥<− σµ  
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Proof:  

 

假設 X 為 continuous r.v. 

 

( ) ( ) ( )2
   XVar X x f x dxµ∞

−∞∫= −∵  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxfxdxxfxdxxfx
X

X

X

X

k X

k

k X

k

X ∫ −+∫ −+∫ −= ∞
+

+
−

−
∞− σµ

σµ
σµ

σµ µµµ 222  

 

 

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )dxxfxdxxfx
X

X

k X

k

XX ∫ −+∫ −≥ ∞
+

−
∞− σµ

σµ µµσ 222  

 

Xkx σµ −≤                Xkx σµ +≥  
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⇒( ) Xkx σµ −≤−            ⇒ ( ) Xkx σµ ≥−  

⇒ ( ) 222

Xkx σµ ≥−            ⇒ ( ) 222

Xkx σµ ≥−  

 

⇒ ( ) ( )dxxfkdxxfk
X

X

k XX

k

XXX ∫+∫≥ ∞
+

−
∞− σµ

σµ σσσ 22222  

( )XX kXPk σµσ ≥−⋅= 22  

⇒ ( )XXX kXPk σµσσ ≥−⋅≥ 222  

⇒ ( )
2  

1
k

kXP X ≤≥− σµ  
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補充補充補充補充：：：： 

動差與動差母函數動差與動差母函數動差與動差母函數動差與動差母函數(moment-generating function) 

 

定義定義定義定義 4.1  r.v. Y,  Y 的相對於原點 (origin) 的 thk  動差為 ( )kYE ，

以 '
kµ  表示。 

 

Ex  ( ) µµ ==′ YE1  

( )2
2 YE=′µ  

( ) ( ) ( )212

222 ′−′=−= µµσ YEYE  
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定義定義定義定義 4.2   r.v. Y,  Y相對於 mean的 thk  中央動差(central moment)

為 ( )[ ]kYE µ− , 以 kµ  表示。 

 

Ex  ( )[ ] 22

2 σµµ =−= YE  

 

 

 

定義定義定義定義 4.3  The moment generating function (mgf) of a r.v. Y is defined 

to be ( ) ( )tYeEtm = 。We say a mgf for Y exists if s.t.   0  >∃ b  ( ) ∞<tm  

bt <∀    
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Recall： ⋯+++++=
!4!3!2

1
432 xxx

xex  

∴ 
( ) ( ) ( )

⋯+++++=
!4!3!2

1
432 tYtYtY

tYetY  

⇒ ( ) ( )tY ty
Y

y
E e e f y∑=  

( ) ( ) ( ) ( )
2 3 4

1
2! 3! 4! Y

y

ty ty ty
ty f y∑

 
= + + + + + 

  

⋯  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 31 1

2! 3!Y Y Y Y
y y y y

f y tyf y t y f y t y f y∑ ∑ ∑ ∑= + + + +⋯ 

( ) ( ) ( ) ⋯++++= 3
3

2
2

!3!2
1 YE

t
YE

t
YtE  
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2 3

1 2 31
2! 3!

t t
tµ µ µ′ ′ ′= + + + +⋯          (1) 

 

 

定理定理定理定理    If ( )tm  exist, then for any positive integer k , 

( ) ( )( )

0

0
k

k
kk

t

d m t
m

dt
µ

=

′= =  

 

proof： 

由(1) 
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⇒ ( ) ⋯+′+′+′=′
3

2
21 !3

3
!2

2 µµµ t
t

tmY   ⇒  ( ) ′=′
10 µYm  

( ) ⋯+′×+′= 32

)2(

!3
32 µµ ttmY       ⇒  ( ) ′= 2

)2( 0 µYm  

     ⋮ 

( ) ′= k

k

Ym µ0)(  
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Remark：：：： mgf唯一決定一種分配， i.e. 

⇔ If ( )tm  exists for a probability function , it is unique. 

⇔ If r.v.’s Y & Z have the same mgfs , they have the same 

probability distribution . 
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Probability generating function (機率母函數機率母函數機率母函數機率母函數) 

 

定義定義定義定義 4.4  Y是一個整數值的 r.v., 且 ( ) iPiYP ==  , ⋯,2,1,0=i , 則 Y

的機率母函數 (pgf) 定義為 

 

( ) ( ) ∑++++==
∞

=0

2
210

i

i
i

Y tPtPtPPtEtP ⋯  

(∵ ( ) ( ) ( ) ( ) ∑=∑ ==∑==
∞

=

∞

= 00 i
i

i

i

i

Y
Y

YY PtiYPtYfttEtP ) 
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定義定義定義定義 4.5  The thk  factorial moment of a r.v. Y is defined to be 

[ ] ( )( ) ( )[ ]121 +−−−= kYYYYEk ⋯µ  

  

 

定理定理定理定理：：：：If ( )tP  is the pgf for an integer-valued r.v. Y , the thk  factorial 

moment of Y is 

 
( ) ( ) [ ]k

k

t
k

k

P
dt

tPd µ==
=

1)(

1

 

 

proof： 

∵ ( ) ( ) 2 3 4
0 1 2 3 4 ...Y k

kP t E t P Pt P t Pt P t P t= = + + + + + + +⋯  
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⇒ ( ) 2 3 1
1 2 3 42 3 4 ...k

kP t P P t Pt P t kP t −′ = + + + + + +⋯  

( ) ( ) 22
4

1
32 134232 −−⋅++⋅+⋅+=′′ k

ktPkktPtPPtP ⋯  

⋮ 

( ) ( )( ) ( ) ky
k

ky

k tPkyyyytP −∞

=
+−−∑ −⋅= 121)(

⋯  

⇒ ( ) ( ) [ ]14321 43211 µ==++++⋅=′ YEPPPPP ⋯  

( ) [ ] ( )[ ]1342321 2432 −==+⋅+⋅+=′′ YYEPPPP µ⋯  

⋮ 

( ) ( )( ) ( ) k
ky

k PkyyyyP 1211)( +−−∑ −⋅=
∞

=
⋯  

( )( ) ( )[ ] [ ]kkYYYYE µ=+−−−= 121 ⋯  
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更多例子更多例子更多例子更多例子：：：： 

 

Ex 1(例例例例 1.2)  Consider the r.v. X with the probability distribution 

x -4 0 1 2 

P(x) 0.2 0.3 0.4 0.1 

1.  ( )0>xP      2. ( )0≥xP       3. ( )10 ≤≤ xP  

4. ( )4−=xP     5. ( )2−=xP  

⇒ 

 

1.   ( ) ( ) ( ) 5.01.04.0210 =+==+==> xPxPxP  

2.   ( ) ( ) ( ) 8.02.0141010 =−=−=−=<−=≥ xPxPxP  
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3.   ( ) ( ) ( ) 7.04.03.01010 =+==+==≤≤ xPxPxP  

4.   ( ) 2.04 =−=xP  

5.   ( ) 02 =−=xP  
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Ex 2(例例例例 2.1)  A r.v. X has the following probability function 

x 0 1 2 3 

f(x) 1/2 1/4 1/8 1/8 

Let 122 ++= XXY  

1.  Find ( )yfY       2. ( ) ?E Y =       3. ( ) ?Var Y =  

⇒ 
 

1.    

 

 

2.    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 4 8 81 4 9 16 4.625Y

y
E Y yf y∑= = + + + =  

y 1 4 9 16 

f(y) 1/2 1/4 1/8 1/8 
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3.  ( ) ( ) ( )( )22Var Y E Y E Y= −  

= ( ) ( )22 4.625E Y − = ( )2
46.625 4.625−  

 

(** ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 625.4616941 8
12

8
12

4
12

2
1222 =+++=∑=

y
Y yfyyE ) 
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Ex 3(例例例例 2.2)  一個 box中，1號球 1 個，2號球 2 個，3號球 3 個，…

n號球 n 個，隨機抽取一球，以 X 表示抽出之號碼。 

求  1.  X 的機率分配    2.  E(X) 

⇒ 

1.   共有
2

)1(
21

+=+++ nn
n⋯ 個球 

( ) ( )







 =
== +

..      ,               0     

3,2,1  ,               
2

1

wo

nx
x

xXP nn
⋯

 

( )





 =
+=

..      ,                0     

3,2,1  ,           
1

2

wo

nx
nn

x
⋯
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2.   ( ) ( ) ( ) ( ) ∑+
∑ =∑

+
⋅==

==

n

xx

n

x
X x

nnnn

x
xxxfXE

1

2

1 1
2

1
2

 

( )
( )( )

6
121

1
2 ++⋅
+

= nnn

nn
 

3
12 += n
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Ex 4(例例例例 2.9)  Show that ( ) ( )( )22 XEXE ≥ . In what condition 

( ) ( )( )22 XEXE =  ? 

 
⇒ 

∵ ( ) ( ) ( )( )22 0Var X E X E X= − ≥  

 

⇒       ( ) ( )( )22 XEXE ≥  

 

If ( ) ( ) ( )( )220Var X E X E X= ⇔ =  
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Ex 5(例例例例 2.12)  Suppose the pf of X is ( ) ( )1+
=

xx

c
xfX    x=2,3,… 

1.   Find ?=c            2.  ( ) ?=XE  
⇒ 

1.  ∵  ( ) 1=∑
x

X xf  

⇒  ( ) 1
1

=∑
+x xx

c
          ⇒   ( ) 1

1

1 =∑
+

⋅
x xx

c  

⇒  ( ) 1
1

1
2

=∑
+

⋅
∞

=x xx
c         ⇒   1

1
11

2
=∑ 





+

−⋅
∞

=x xx
c  

⇒ 1
4
1

3
1

3
1

2
1 =




 +−+−⋅ ⋯c  

⇒  2=c  
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2.   ( ) ( ) ( )∑ ∑
+

⋅==
∞

=x x
X xx

xxxfXE
2 1

2
 

( )∑
+

⋅⋅=
∞

=2 1
1

2
x xx

x  

∞=  

 

 

 

 

 

 

 



 30 

Ex 6(例例例例 2.27)  A r.v. X has the following cdf 

( )















≥

<≤

<≤

−<

=

1            ,        1

10         ,       
3
2

01-        ,       
3
1

1          ,        0

xif

xif

xif

xif

xFX  

Find  ( )XE  and ( )XVar  
⇒ 

∵ ( ) ( )X
x

E X xf x∑=  

Must find ( )Xf x  first 

1 , 0 , 1−=x  
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( ) ( ) ( ) 1 1
1 1 1 0

3 3X X Xf F F −− = − − − = − =  

( ) ( ) ( ) 2 1 1
0 0 0

3 3 3X X Xf F F −= − = − =  

( ) ( ) ( ) 2 1
1 1 1 1

3 3X X Xf F F −= − = − =  

∴ ( )





 −=
=

..      ,    0

1,0,1  ,    
3
1

woif

xif
xfX  

( ) ( ) 0
3
1

1
3
1

0
3
1

1 =






⋅+






⋅+






⋅−=∑=
x

X xxfXE  

( ) ( ) ( )( ) ( )2 22 2 21 1 1
1 0 1 0

3 3 3
Var X E X E X= − = − ⋅ + ⋅ + ⋅ −

3
2=  
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Ex 7(例例例例 3.1)  A r.v. X has following probability function ( )xf  

x f(x) 

-1 0.5 

0 0.3 

1 0.1 

3 0.1 

 

1.   Find the cdf of X  

2.   Find the mgf of X  

⇒ 
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1.  The cdf of X is ( ) ( )xXPxFX ≤=  ℜ∈∀x  














≥
<≤
<≤
<≤−

−<

=

3                    1  

3 1                9.0

1 0                8.0

01              5.0

1                  0  

 

xif

xif

xif

xif

xif

 

 

2.  The mdf of X is ( ) ( ) ( )∑==
x

txtx
X xfeeEtM  

( ) ( ) ( ) ( ) 1.01.03.05.0 3101 ×+×+×+×= − tttt eeee  
ttt eee 31.01.03.05.0 +++= −  
ttt eee 31.01.05.03.0 +++= −  
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Ex 8(例例例例 3.3)  The mgf of X is ( )tM .  Let Y aX b= +  

1.  Find the mgf of Y 

2.  Use the result in (1) to show ( ) ( ) bXaEYE +=  

⇒ 

1. The mgf of Y is ( ) ( ) ( )( ) ( )t aX btY taX tb
YM t E e E e E e e+= = = ⋅  

( )( ) ( )t aXtb tb atXe E e e E e= ⋅ = ⋅  

( )atMetb ⋅=  

 

2.  ( ) ( ) ( ) beatMaatMetM tbtb
Y ⋅⋅+⋅′⋅=′  

( ) ( ) ( ) ( ) bXaEbaMMYE Y +=+⋅′=′= 00  
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Ex 9(例例例例 3.4)  1.假設 ( ) ⋯ ,2 ,1 ,   8.0 == rXE r . Find the mgf of X. 

2.假設 ( ) ⋯ ,2 ,1 ,   5 == rXE rr . Find the mgf of X. 

⇒ 

1.  The mgf of X is ( ) ( )
2

1 21
1! 2!

tX
X

t t
M t E e µ µ′ ′= = + ⋅ + ⋅ +⋯ 

∴ ( ) ⋯+⋅++=
!2

8.08.01
2t

ttM X  

∑∑ +=∑ ++=+=
∞

=

∞

=

∞

= 011 !
8.02.0

!
8.08.02.0

!
8.01

k

k

k

k

k

k

k

t

k

t

k

t
 

te8.02.0 +=  

(Note: 
0 !

k
x

k

x
e

k

∞

=
∑= ) 
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2.  The mgf of X is ( ) ⋯+⋅′+⋅′+=
!2!1

1
2

21

tt
tM X µµ  

∑∑ =∑ +=′+=
∞

=

∞

=

∞

= 011 !
5

!
51

!
1

k

k
k

k

k
k

k

k

k k

t

k

t

k

tµ  

( )
∑=
∞

=0 !
5

k

k

k

t
 

te5=  
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Ex 10(例例例例 3.8)  Let ( )tM X  denote the mgf of X . Show that 

( )( ) ( )σ
σ

µ

σ
µ

t
XMetM

X

X ⋅=
−

−

−  

 
⇒ 

Let 






 −=
σ

µX
Y  

the mgf of Y is ( ) ( )( ) ( ) ( )( )σ
µ

σ
µ

−

− ===
X

X

ttY
Y eEeEtMtM  

( )( ) ( )( ) ( )( )XXt tttttX

eEeeeEeE σσ
µ

σ
µ

σσ
µ

σ −−− ===  

( )σ
σ
µ

t
X

t Me−=  

 



 38 

Ex 11(例例例例 3.9)  The mgf of Y is ( ) ( ) 1 ,    1 2 <−= − tttM  

Find ( )XE  and 2σ  

 

⇒ 
∵  ( ) ( ) ( ) ( ) 21120

0

3 =−−−=′=
=

−

t
tMXE  

( ) ( ) ( )( ) ( ) 611320
0

42 =−−−⋅=′′=
=

−

t
tMXE  

( ) ( )( ) 226 2222 =−=−= XEXEσ  
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連續隨機變數的例子連續隨機變數的例子連續隨機變數的例子連續隨機變數的例子 

 
Ex 1(例例例例 2.3)   A r.v. X has the pdf 

( )


 ≤≤

=
..        ,      0 

0    ,      2
2

wo

kx
xf k

x

 

k  值為何  ( ) 2Var X =  

⇒ 

( ) ( ) ( )( )22Var X E X E X= −  

( ) ( ) kxdxxdxxdxxxfXE
k

k

k

k

k

k
x

3
2

0

3
3
12

0
22

0
2

222 ==∫=∫=∫= ∞
∞−  

( ) ( ) ( ) 2
2
14

2
1

0

4
4
12

0
32

0
2222

2222 kkxdxxdxxdxxfxXE
k

k

k

k

k

k

k
x ===∫=∫=∫= ∞

∞−  
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∴ ( ) ( ) 22

3
22

2
1 =−= kkxVar  

⇒ 22
9
42

2
1 =− kk  ⇒ 3689 22 =− kk  ⇒ 362 =k  

⇒ 62 ±=k   (負不合) 
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Ex2 (例例例例 2.7)  r.v. X with the pdf ( )


 ≤≤

=
..       ,     0

60   ,    18

wo

x
xf

x

 

1.  ( )3XE     2. Median of X  
⇒ 

1.  ( ) ( ) 63 2 36 6 61 1 1
0 0 018 18 18 3 0

xE X xf x dx x dx x dx x∫ ∫ ∫= = = = ⋅  

3
3
1

18
1 6⋅⋅=  

 

2.  ∵ ( ){ }5.05.0 ≥= xFxMinx X  

( ) 5.0
0

2
2
1

18
1

0 18 ≥⋅∫ ==
xx t

X tdtxF  

⇒ 5.02
36
1 ≥x  ⇒ 182 ≥x  ⇒ 23≥x  or 23−−≤x (不合) 

∴ { }235.0 ≥= xxMinx  ⇒ 235.0 =x  



 42 

Ex 3(例例例例 2.15)  pdfX ~  ( )
2

2 2    ,  0
x

f x e xπ

−

= >  

1.  ( )0 1P X > =    2. ( ) ?=XE    3. ( ) ?=XVar  
⇒ 

1.  ( ) ∫=∫=∫
∞∞∞ −−

0
2

0
2

0
2

2

2

2

dxedxedxxf
xx

ππ  

令 2

2xu =   ⇒ ( ) ( ) xdxxdxdu =⋅= 22
1

 

∴ ∫ ⋅⋅=∫ ⋅=∫
∞ −−∞ −−∞ −

0 2
1

0
1

0
2
1

2

2

duueduxedxe uux

 

∫= ∞ −−
02

1 2
1

dueu u  

**Note： ( ) dxexP x−∞ −
∫= 0

1αα   ( ) ( ) ( )11 −−= ααα PP  
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∴ ( ) π==∫
∞ −−

2
1

0
2
1

Pdueu u  

∴ ( ) 1
2

12
0 =⋅⋅=∫
∞ ππdxxf  

 

2.  ( ) ( ) ∫∫ =∫ == ∞ −∞ −∞
∞− 0

2
0

2 2

2

2

2

dxxedxexdxxxfXE
xx

ππ  

令 2

2xu =   ⇒ ( ) ( ) xdxxdxdu =⋅= 22
1

 

( ) ( ) ππππ
22

0

2
0

2 1 =⋅=−∫ ==
∞−∞ − uu edue  
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3.  ( ) ( ) ∫∫ =∫ == ∞ −∞ −∞
∞− 0

22
0

2222 2

2

2

2

dxexdxexdxxfxXE
xx

ππ  

令 2

2xu =   ⇒ ( ) ( ) xdxxdxdu =⋅= 22
1

 

∫∫ ∫ =⋅== ∞ −∞ ∞ −−−−
0

1
0 0 2

1212 2
1

2
1

222 dueuduuueduxue uuu
πππ  

( ) ( ) ( ) ( )2
1

2
11

2
11

2
31 2122 PPP ⋅⋅=+== πππ  

( ) 12 2
11 =⋅⋅= ππ  

∴ ( ) ( ) ( )( ) ( )2
222 1 π−=−= XEXEXVar =

π
2

1−=  
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Ex 4(例例例例 2.16)   A r.v. X  with pdf ( ) 2 ,    2 <= − xexf x
.  

Find the th75  quantity of X. 

 
⇒ 

( ){ }qxFxMinx Xq ≥=  

∵ ( ) ( ) ( ) 222 −

∞−

−
∞−

−
∞− =∫ =∫ ==≤= xxtx tx

X eedtedttfxXPxF  

∴ { }75.02
75.0 ≥= −xexMinx  

∵ 75.02 ≥−xe  ⇒ ( )75.02 nx ℓ≥−  ⇒ ( )75.02 nx ℓ+≥  

∴ ( ){ }75.0275.0 nxxMinx ℓ+≥=  ⇒ ( )75.0275.0 nx ℓ+=  
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Ex 5(例例例例 2.17)  X is a continuous r.v. with pdf ( ) 0 ,    >xxf  

1.  Show that ( ) ( )[ ]∫ −= ∞
0 1 dxxFXE  

2.  X with pdf ( ) 0 ,    >= − xxexf xλ . Use (1) to find ( )XE  
⇒ 

1.  ( ) ( ) [ ] ( )dxxfdydxxxfXE x
∫ ∫=∫= ∞∞
0 00 1  

( )[ ] ( )[ ]dydxxfdxdyxf yx

x
∫ ∫=∫ ∫= ∞ ∞

=
∞

00 0  

( )[ ]dyyF∫ −= ∞
0 1  
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2.  ∵ ( ) ( ) ( ) xt

t

tx tx edtedttfxF
=

=

−− −=∫=∫=
0

1
00

λ
λ

λ λλ  

1     ,  0xe xλ−= − >  

∴ ( ) ( )0 0

0

1 1
1 x xxE X F x dx e dx eλ λ

λ λ

∞
− −∞

∫ ∫ = − = = − =   
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Ex 6(例例例例 2.24)  X 的 cdf 為 ( )
36

2x
xFX =  求 ( )xf X  , ( )E X , ( )Var X  

⇒ 
( ) 00 =XF  , ( ) 16 =XF    ∴ x 的 range 為 60 ≤≤ x  

( ) ( )
1836

2 xx

dx

d
xF

dx

d
xf X =⋅==  

∴ ( )


 ≤≤

=
..     ,     0

60  ,    18

wo

x
xf

x

X  

( ) ( ) 62 36 6 61 1 1
0 0 018 18 18 3 0

4xE X xf x dx x dx x dx x∫ ∫ ∫= = = = ⋅ =  

( ) ( ) 62 2 2 3 46 6 61 1 1
0 0 018 18 18 4 0

18xE X x f x dx x dx x dx x∫ ∫ ∫= = = = ⋅ =  

( ) ( ) ( )( )22 18 16 2Var X E X E X= − = − =  
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Ex 7(例例例例 2.28) (連續與間斷混合型) 隨機變數 X , cdf 為

( ) ( )













≥
<≤+
<≤−++

−<

=

1       ,                  1          

10     ,           3.07.0   

01   ,       12.03.0

1      ,                 0          

x

xx

xx

x

xFX  

1.  ( )1P X = −           2. ( )0.6 0P X− < <  

3. ( )1P X =             4. ( )E X =?    ( )Var X =? 

 

1. ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0.3 0.2 1 1 0 0.3X XP X F F −= − = − − − = + − + − =  

 

 

⇒
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2. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0.6 0 0 0.6 0 0.6X XP X P X P X F F−− < < = < − ≤ − = − −  

( ) ( )[ ]16.02.03.0102.03.0 +−+−++=  

12.008.02.0 =−=  

 

3. ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 0.7 0.3 0X XP X F F −= = − = − + =  

 

4. ( ) ( ) ( ) ( )X
x

E X x F x F x xdF x− ∞
−∞∑ ∫ = − +   

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )1 0 1 XF x F x F x F x xdF x− − ∞
−∞∫   = − − + + − +   
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( )[ ] [ ] ( )∫+−+−−= ∞
∞− xxdFX11103.01  

( )∫+−= ∞
∞− xxdFX3.0  

( )∫+−= ∞
∞− dxxxf X3.0  

∵ ( ) ( )








<<
<<−

==
.w.         ,        0  

10     ,       3.0

01   ,       2.0

o

x

x

xF
dx

d
xf X  

∴ ( ) ( ) ( ) 1

0

2
2
11

0

0

1

0 2.03.02.0 xdxxdxxdxxxf X ⋅=∫+∫=∫ −∞−  

( ) 05.015.0101.0 =+−=  

∴ ( ) 0.3 0.05 0.25E X = − + = −  



 52 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
X

x
E X x F x F x x f x dx− ∞

−∞∑ ∫ = − +   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 20 1
1 01 1 1 1 1 1 0.2 0.3F F F F x dx x dx− −

−∫ ∫   = − − − − + − + +   

( ) ( )
15
7

3.02.01103.0 1

0
20

1
2 =∫+∫+−+−= − dxxdxx  

( ) ( ) ( )( ) ( )2 22 7
0.25

15
Var X E X E X= − = − −  
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Ex 8(例例例例 2.29)  X 機率分配為 ( )








=
<<

=
=

2       ,           .30   

21     ,           .50   

1       ,           2.0   

x

x

x

xf X  

1. 求 cdf XF 並畫圖    2. X之中位數    3. 平均數 

(連續與間斷混合型) 
⇒ 

1. ( ) ( ) ℜ∈≤= xxXPxFX       ,  

( ) ( )1 1

          0               ,       1

0.2      ,     1 2        0.2 0.5 0.2 0.5 1  

          1               ,       2

x x
X

x

f t dt x dt x

x

∫ ∫

<
= + ≤ < ⇒ + = + −
 ≥
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2       ,                1       

21     ,         3.05.0

1       ,               0       









≥
<≤−

<
=

x

xx

x
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2. ( ){ }5.0min5.0 ≥= xFxx X  

5.03.05.0 ≥−x  ⇒ 8.05.0 ≥x  ⇒ 
5
8≥x  

∴ ( )






 ≥=

5
8

min5.0 xFxx X   ⇒  
5
8

5.0 =x  

3. ( ) ( ) ( ) ( )2
1

x
E X x F x F x xf x dx−

∑ ∫ = − +   

( ) ( ) ( )∫+−⋅+⋅= 2

1 5.07.0122.01 dxx  

55.1
2
1

5.06.02.0
2

1

2 =⋅++= x  
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Ex 9(例例例例 2.32)   A r.v. X with cdf ( )







≥








<
= − 0    ,      

3
2

-1 

0    ,              0      

xe

x

xF
xX  

Find ( )xVar  (連續與間斷混合型) 

 
⇒ 

∵ ( ) ( ) ( ) 2 1
0 0 0 1 0

3 3
P X F F −  = = − = − − = 

 
 

X 為混合型 r.v. 

( ) ( ) ( ) ( )0
x

E X x F x F x xf x dx− ∞
∑ ∫ = − +   

dxex x−∞
∫ 







+




 −= 0 3
2

0
3
1

0  
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( ) ( )( )2 2 2
2 1 1

3 3 3
= Γ = ⋅ Γ =  

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
X

x
E X x F x F x x f x dx− ∞

−∞∑ ∫ = − +   

( ) ( )0 0

2 2 2 2
3 2 2

3 3 3 3
x xx e dx xe dx− −∞ ∞

∫ ∫
 = = = Γ = ⋅ ⋅ Γ 
 

 

( )2 4
2 1 1

3 3
= ⋅ ⋅ ⋅ Γ =  

 

∴ ( ) ( ) ( )( )22Var X E X E X= −  

9
8

3
2

3
4

2

=






−=  
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Ex 10(例例例例 2.33)   A continuous r.v. X with pdf 

( ) ( )


 <<

=
..        ,           0     

10    ,    -1 2

wo

xxxk
xf X  

1. Find  k .    2. Find ( )5.0>xxf     3. Find ( )5.0>XXE  

 
⇒ 
 

1. ( ) 1=∫
∞
∞− dxxf  ⇒ ( ) 111

0
2 =∫ − dxxxk  ⇒ ( ) 11

0
32 =∫ − dxxxk  

⇒ 1
4
1

3
1

1

0

43 =




 − xxk  ⇒ 1
4
1

3
1 =







 −k  

⇒ 1
12

=k
 ⇒ 12=k  
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∴ ( ) ( )


 <<

=
..        ,            0      

10    ,    -112 2

wo

xxx
xf X  

 

2. ( ) ( )
( )

( )
15.0   ,         

112
5.0

5.0
16
11

2

<<−=
>

=> x
xx

xP

xf
xxf X  

( ) ( ) ( )
16
11

121125.0 1

5.0
321

5.0
2 =∫ −=∫ −=> dxxxdxxxxP  

∴ ( ) ( )


 <<−

=>
..,              0       

15.0,     1
5.0

2
11

192

wo

xxx
xxf X  

 



 60 

3. ( ) ( ) ( ) dxxxxdxxxxfXXE ∫ −⋅=∫ >=> 1

0.5
2

11
1921

0.5 15.05.0  

( ) ( )dxxxdxxx ∫ −=∫ −= 1

0.5
43

11
1921

0.5
3

11
192 1  

55
39=  
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Ex 11(例例例例 3.7)  A r.v. Z with cdf  ( )










<≤






 +
<

=

..       ,            1        

10    ,      
3

12
  

0     ,            0        

G

wo

z
z

z

z  

Get the mgf of Z  be ( ) ( )tzeEtm = . Find ( )1m  
⇒ 

Z 為混合型  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

tz tz tz

z
m t E e e F z F z e f z dz− ∞

−∞
≥
∑ ∫ = = − +   

1

0

1

0

1

0

1
3
2

3
1

3
2

3
1

3
2

0
3
1

1
=

=

⋅+∫ =+∫ =⋅+




 −⋅=
z

z

tztztz e
t

dzedze  

( )1
3
2

3
1 −+= te

t
 

( ) ( )1
3
2

3
1

1 1 −+= em  

3
1

3
2 −= e  
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Ex 12(例例例例 4.6)  A r.v. X with ( ) 33=XE , ( ) 16=XVar  

1. What is the lower bound for ( )4323 << XP  

2. What is the upper bound for ( )1433 ≥−XP  
⇒ 

1. ∵ ( )
k

kXP
1≤>− σµ  or ( )

2

1
1

k
kXP −>≤− σµ  

( ) ( ) ( )101033433333234323 <−<−=−<−<−=<< µXPXPXP  

( ) ( )( )
2

1
1410

k
kXPXP −><−=<−= µµ  

( ) 84.0
25
21

25
4

1
1

1
1

1
4
252

2
5

==−=−=−=  
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2. ( ) ( )( )
2

1
41433

k
kXPXP ≤≥−=≥− µ  

( ) 082.0
49
41

2

2
7

===  

 


