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第四章 機率基礎概念 
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第四章第四章第四章第四章        單變量隨機變數單變量隨機變數單變量隨機變數單變量隨機變數    

    

隨機變數(random variable) ℜ→Ω  : X    i.e. X 是由樣本空間

Ω映射到實數的函數。 

 

�
( ) 為實數

的實現值隨機變數

���

)(X

 ,     
realsationoutcome

X ωω Ω∈∀ 。 

 

ω由隨機試驗所決定，ω未確定前 ( )ωX 無法確定。一旦ω確定

後, ( )ωX 才確定。 

X   ∴ 是依據隨機機率而產生不同的實現值的函數。稱為 random 

variable  or  單變量 random variable (r.v.)。 
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Ex 4.1 擲一個骰子，定義 r.v. 321  ,  , XXX 如下： 
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第第第第4.1節節節節    離散的隨機變數離散的隨機變數離散的隨機變數離散的隨機變數 

 
discrete Xvr   .. ：一個 Xvr   .. , 實現值為有限多個(finite)或為可數無

限多個(countable infinite)稱之。 

 

Ex.  

在 Ex 4.1 中 321  ,  , XXX 為 discrete ..vr 。 

 

某一個時段通過收費站車子的數量。 
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利用 ..vr  定義事件(event) 

Ex. 在 Ex 4.1 中 

 

( ){ } { }1: 2 1 ,  2Xω ω ≤ =  i.e.骰子出現 1 點與 2 點。 

 

( ){ } { }4 , 397: 2 =≤< ωω X  

 

( ){ } { }525: 3 ==ωω X  
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X ： discrete  r.v. 其值為 ⋯,  , 21 bb  定義X 的機率函數(probability 

function) Xf 如下： 

 

( ) ( ){ }( ) ⋯,2,1=∀=Ω∈= ibXPbf iiX ωω  

而在其他值時   0=Xf  

 

將 ( ){ }ibX =Ω∈ ωω  簡寫成 { }ibX =  

 

而 ( ){ }aX ≤Ω∈ ωω  簡寫成 { }X a≤  
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假設 discrete  r.v. X , 則{ }aXc ≤< 為包含各種 event such that 

{ }abcbX ii ≤<= ,  

 

i.e. { } { }∪
abc

i
i

bXaXc
≤<

==≤<   

  

{ }ibX =∵   i∀ 為互斥事件  

 

{ }( ) { } ( )∑ ==






 ==≤<∴
≤<≤< abc

i
abc

i
ii

bXPbXPaXcP ∪  

( )∑=
≤< abc

iX
i
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另外, { }∪
i

ibX ==Ω  

( ) { } { }( ) ( )∑=∑ ==




 ==Ω⇒

i
iX

i
i

i
i bfbXPbXPP ∪  

 

 

∴ 若 Xf  為機率函數, 必滿足以下性質: 

(1) ( ) 0≥iX bf   ⋯,2,1=∀i  

(2) ( ) 1=∑
i

iX bf  
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另外一種表示法： 

ℜ∈∀x , ( ) ( ){ }( )xXPxfX =Ω∈= ωω  

( )xXP ==  

 

而 { }( ) ( ){ }( )aXcPaXcP ≤<Ω∈=≤< ωω  

( ){ }( )axcxP ≤<=Ω∈=   ,X ωω  

( ){ }




 =Ω∈=

≤<
∪

axc
xP ωω X  

( ){ }( )∑ =Ω∈=
≤< axc

xP ωω X  

( ) ∑=∑ ==
≤<≤< axc

X
axc

xfxXP )(  
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Ex 4.2 考慮 Ex 4.1 中  1X  
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( ) ( ){ }( )4242 11 ≤<Ω∈=≤< ωω XPXP  
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X ： discrete  r.v., 定義其累積分配函數累積分配函數累積分配函數累積分配函數(Cumulative 

Distribution function , cdf ), 以 XF  表示如下：  

 

ℜ∈∀ x  , ( ) ( ) ( ){ }( )XF x P X x P X xω ω= ≤ = ∈Ω ≤  

( ){ }( )xyyXP ≤=Ω∈=    ,ωω  

( ){ }






 ==
≤
∪

xy
yXP ω  

( )( )∑ ==
≤ xy

yXP ω  

( )∑=
≤xy

X yf    

i.e. 給定一個實數 x, ( )XF x : 將X 實現值小於等於 x 的機率相加 
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假設 ac <  

則 { } { } { }aXccXaX ≤<∪≤=≤  

 

{ }( ) { }( ) { }( )aXcPcXPaXP ≤<+≤=≤⇒  

 

( ) ( ) ( )cXPaXPaXcP ≤−≤=≤<⇒  

 

( ) ( )cFaF XX −=  
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Ex 4.3 考慮 Ex 4.1 中 1X  

 

∵ 1X  的機率函數圖形如下： 

 
( ) ( ) ( )

1
12 2 0XF P X P φ− = ≤ − = =  

( ) ( ) ( )
1

10.87 0.87 0XF P X P φ= ≤ = =  
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1X 的 cdf 為: 

 

0)()(     1   11 =≤=⇒< xXPxFxif X  

6
1

)()(21 11 =≤=⇒<≤ xXPxFxif X  

6
2

)()(32 11 =≤=⇒<≤ xXPxFxif X  

⋮ 

6
5

)()(65 11 =≤=⇒<≤ xXPxFxif X  

1)()(    6     11 =≤=⇒≥ xXPxFxif X  
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∴    1XF     為一階梯函數為一階梯函數為一階梯函數為一階梯函數    (Step Function) 

( ) ( ) ( )1 1 1

1
2 2 2

6 X XP X F F −= = = −  

 

In general, ( ) ( ) ( )1 1 1X XP X a F a F a−= = −  

 

Ex. ( ) ( ) ( )1 1 1

2 2
2.8 2.8 2.8 0

6 6X XP X F F −= = − = − =  
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Notes：：：： If )(xF  is a cdf , then 

 

1. ( )( ) lim 0X Xx
F F x

→−∞
−∞ = =  

2. ( )( ) lim 1X Xx
F F x

→∞
∞ = = ( ) 1)( ==∞

∞→
xFnF X

x
X ℓ  

3. )(xFX  is a nondecreasing function. 

i.e.  )()( 2121 xFxFxxif XX ≤⇒<  

4. XF  must be right continuous. 

i.e.  ( ) ( )lim X Xx a
F x F a

+→
=  ℜ∈∀ a  

 


